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Résumé 
Ce 4ème et dernier article (*) présente les propriétés du quadrangle complet de 4 points et 

du quadrilatère complet de 4 droites et de leurs isocubiques. La cubique circulaire focale 

de Van Rees appara´t comme un cas particulier de la cubique circulaire dôun quadrangle 

ayant 2 côtés opposés perpendiculaires. Le rapprochement des 2 figures duales du 

quadrangle et du quadrilatère complets  ayant le même triangle diagonal permet un 

élargissement de la dualité sommets/côtés du triangle à sommets du QA/droites du QC. Il 

sôensuit la construction des QA/QC diagonaux et un retour sur les S-points. Enfin, la 

recherche systématique de nouveaux points du QA/QC débouche sur une généralisation 

inattendue du théorème de Kantor-Hervey.  Lôarticle utilise les notations de Encyclopedia 

of Triangle Centers de Clark Kimberling et Encyclopedia of  Quadrifigures de Chris van 

Tienhoven (**) . Il doit beaucoup aux travaux de Bernard Gibert sur les cubiques (***). 

 

Abstract 

This 4th and last article (*) pops up the properties of the complete quadrangle of 4 points 

and of the complete quadrilateral of 4 lines and of their isocubics. The circular focal 

isocubic of Van Rees appears as a particular case of the circular isocubic of a quadrangle 

with 2 perpendicular opposite sides. The rapproachment of the dual figures of the 

complete quadrangle and quadrilateral with the same diagonal triangle makes possible an 

enlargement of the duality of the vertices/sides of the triangle to the vertices of the 

QA/lines of the QL. It follows the construction of the diagonal QA/QL and a return to the 

S-points. Last, the systematic research of new points of the QA/QL brings an unexpected 

generalization of the Kantor-Hervey theorem. The article uses the notations of 

Encyclopedia of Triangle Centers by Clark Kimberling and Encyclopedia of 

Quadrifigures by Chris van Tienhoven (**) . It ows much to the works of Bernard Gibert 

on the cubics (***).  

 

Zusammenfassung 

Dieser 4te und letzte Artikel (*) stellt die Eigenschaften des vollständigen Vierecks und 

des vollständigen Vierseits sowie deren Isokubiken dar. Die zirkulare fokale Van Rees 

Kubik erscheint als ein Sonderfall der zirkularen Kubik eines Vierecks mit 2 

perpendikularen gegenüberliegenden Seiten. Die Zusammenstellung der dualen Figuren 

der vollständigen Vierecks und Vierseits mit demselben diagonal Dreieck ermöglicht eine 

Verbreitung der Dualität von Ecken/Seiten des Dreiecks zu Ecken des  VE/ Seiten des VS. 

Es folgt die Konstruktion des diagonalen VE/VS sowie eine Rückkehr zu den S-Punkten. 

Zuletzt, eine systematische Suche neuer Punkte des VE/VS bringt eine unerwartete 

Generalisierung des Kantor-Hervey Theorems.  Der Artikel benutzt die Notierungen von 

Clark Kimberlingôs Encyclopedia of Triangle Centers und von Chris van Tienhovenôs 

Encyclopedia of  Quadrifigures (**) . Er schuldet viel den Werken von Bernard Gibert 

über den Kubiken (***). 

  

 

(*) Bernard Keizer La Géométrie du Quadrilatère Complet 2013 

                               Le Quadrilatère Complet et la Stelloïde Cubique 2014 

Le Triangle, le Quadrilatère Complet, la Stelloïde Cubique et la                         

transformation ɣ 2015                                 http://bernardkeizer.blogspot.fr  

(**)  Clark Kimberling Encyclopedia of Triangle Centers ou ETC www.faculty.evansville.edu, 

        Chris van Tienhoven Encyclopedia of Quadrifigures ou EQF www.chrisvantienhoven.nl 

(***) Bernard Gibert www.bernard.gibert.pagesperso-orange.fr 

http://bernardkeizer.blogspot.fr/
http://www.faculty.evansville.edu/
http://www.chrisvantienhoven.nl/
http://www.bernard.gibert.pagesperso-orange.fr/
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Introduction 

 

 

¶ Je pensais bien avoir fait le tour de la question avec les 3 articles consacrés au 

quadrilat¯re complet, ¨ la stelloµde cubique et ¨ la transformation ɣ et je commen­ais ¨ 

songer ¨ ®crire une br¯ve synth¯se de lôensemble pour expliquer la d®marche suivie. 

 

¶ Jôai bien s¾r continu® ma participation au groupe de travail Quadriforum créé par 

Chris van Tienhoven, en particulier mes échanges fructueux avec Eckart Schmidt. 

 

¶ Il me restait cependant quelques insatisfactions concernant plusieurs points précis 

comme les propriétés différentes de la courbe de Van Rees dans le cas unicursal et 

dans le cas bicursal ou les mystères du triangle des S-points du cercle Dimidium et sa 

douzaine de coniques circonscrites. 

 

¶ Il me fallait, pour en sortir, comprendre quôune bonne partie de ces probl¯mes ®tait 

liée à une connaissance insuffisante de ma part des propriétés du quadrangle complet 

et de ses isocubiques pivotales. Du coup, je me suis plong® dans lôîuvre magistale de 

Bernard Gibert (*) et jôy ai trouv® des r®ponses ¨ certaines de mes questions. 

 

¶ Ce dernier article sôarticule d¯s lors en trois parties. 

¶ La première décrit dôabord sommairement les propriétés du quadrangle complet, des 

isoconjugaisons ű et des isocubiques. 

¶ La seconde reprend celles du quadrilatère complet, de la transformation ɣ et de la 

cubique circulaire focale de Van Rees. La courbe de Van Rees apparaît comme un cas 

particulier de cubique circulaire dôun quadrangle complet dont deux côtés opposés 

sont perpendiculaires. 

¶ La troisième rapproche les figures duales du quadrangle et du quadrilatère complets 

ayant le même triangle diagonal et donne une définition de la dualité point/droite  avec 

quelques exemples de coniques duales sur cette figure dôensemble. Elle se poursuit 

avec quelques exemples dôapplications, intersection des côtés du quadrangle et du 

quadrilatère complets, construction des quadrangle et quadrilatère complets diagonaux 

et retour sur les fameux S-points. 

¶ Une annexe donne des pistes de recherche systématique de nouveaux points de la 

figure dôensemble quadrangle/quadrilat¯re complets et débouche sur une 

généralisation inattendue du théorème de Kantor-Hervey en utilisant les points de 

Hofstadter Hr pour r entier. 

 

 

(*) Jean-Pierre Ehrmann-Bernard Gibert Special Isocubics in the Triangle Plane 2015 
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Légende des figures A, B, C et D 

 

 

 

 

 

Figure A page 1 : figure QA/QC duaux et DT 

        Principaux points, droites et coniques du QA et du QC 

        Isocubiques pivotales circulaires du QA et du QC 

                   Lôisocubique pivotale du QA passe par les 4 sommets du QA, par les 

               sommets du triangle diagonal et du triangle de Miquel, les centres des                      

        cercles inscrit et exinscrits de ce triangle et le pivot Isg 

        La cubique circulaire focale de Van Rees passe par les 6 sommets du QC 

        Et par le point de Miquel M 

 

 

 

Figure B page 7 : figure QA et ses 3 QC 

        Principaux points, droites et coniques du QA 

        Isocubiques pivotales circulaires du QA et de ses 3 QC 

        Chaque isocubique circulaire focale de Van Rees dôun des 3 QC passe par 

      les 4 sommets du QA, par 2 sommets de DT et 1 sommet du triangle de  

      Miquel ; les 3 droites de Newton passent par 2 milieux de côtés opposés du 

      QA et par le milieu dôun c¹t® de DT et se coupent au point Bp 

 

 

 

Figure C page 17 : figure QC et ses 3 QA 

         Principaux points, droites et cercles du QC 

         Isocubiques pivotales circulaires du QC et de ses 3 QA 

         Chaque isocubique circulaire dôun des 3 QA passe par les 6 sommets du  

         QC, 4 étant les sommets du QA et les 2 autres 2 des 3 sommets de son DT, 

         et par son pivot Isg ; les 4 cubiques se coupent au point de Miquel du QC   

 

 

 

Figure D page 23 : S-points du QA/QC et du DQA/DQC 

         La conique circonscrite au triangle diagonal passant par Gŭ et Pŭ porte les                  

S-points des 2 figures QA/QC et DQA/DQC ¨ lôintersection avec les 

coniques diagonales passant par les points Pi et leur barycentre Bp et les 

points Pŭ et Dpi et leur barycentre DBp. Les S-points du DQA/DQC sont 

sur une conique circonscrite à DDT passant par les points DGŭ et DPŭ.  
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A) Le quadrangle complet 

  

1. Quadrangle complet de 4 points et triangle diagonal 

  (figure 1) 

 

Un quadrangle complet est la figure formée par 4 points non ordonnés Pi, i = 1 à 4 ; il a 

4 sommets et 6 c¹t®s joignant les sommets 2 ¨ 2. Lôisobarycentre Bp des sommets est le 

point QA-P1 de EQF. 

Les 4 cercles dôEuler des 4 triangles form®s par 3 des 4 sommets sont concourants au 

point dôEuler-Poncelet EP du QA ; côest le point QA-P2 du QA. 

Les 4 cercles passant par les 3 milieux des 3 c¹t®s issus dôun m°me sommet sont 

concourants au point de Gergonne-Steiner du QA ; côest le point QA-P3 de EQF. 

Les points EP et GS sont symétriques par rapport au point Bp. 

Il y a 3 manières de ranger les sommets du QA en 2 paires de points sur 2 côtés 

opposés ; les intersections de ces côtés opposés sont les sommets du triangle diagonal. 

Le lieu des centres des coniques circonscrites aux 4 sommets du QA est la conique des 9 

points, appelée QA-Co1 dans EQF ; centrée en Bp, elle passe par les 6 milieux des côtés 

du QA, par les 3 sommets du triangle diagonal et par les points EP et GS. Le point EP 

est la 4ème intersection de cette conique avec le cercle circonscrit au triangle diagonal. 

Le triangle diagonal est le triangle cévien de chaque sommet par rapport au triangle 

formé par les 3 autres, qui est son triangle anticévien par rapport au triangle diagonal. 

Le centre de gravité du triangle diagonal est Gŭ ou QA-P10 de EQF, le centre du cercle 

circonscrit est Oŭ ou QA-P11 et lôorthocentre Hŭ ou QA-P12. Enfin, le symétrique du 

compl®ment de Bp par rapport ¨ Gŭ est le point isotomique Ist ou QA-P5 de EQF. 
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2. Triangle de Miquel et transformations ɣ 

  (figure 2) 

 

Les 4 sommets Pi du QA déterminent 4 QC, les 4 points formant 4 sommets 2 à 2 

conjugu®s dôun QC et les 2 autres sommets ®tant 2 des 3 sommets du triangle diagonal. 

Chacun de ces 3 QC a un point de Miquel, un cercle de Miquel, une transformation ɣ et 

une cubique circulaire focale de Van Rees (tous ces éléments, développés dans les 3 1ers 

articles, sont résumés brièvement dans la 2nde partie du présent article). 

Les points de Miquel des 3 QC forment les sommets du triangle de Miquel du QA ; on 

appelle I et J1, J2 et J3 les centres des cercles inscrit et exinscrits de ce triangle. 

Chaque sommet de ce triangle est le centre dôune transformation ɣ qui ®change les 2 

autres sommets du triangle, les sommets du QA de chaque paire, les 2 sommets de DT 

du m°me QC et enfin le point I et lôun des 3 points J ainsi que les 2 autres points J. 

Les 3 cercles de Miquel ont un point commun F situé sur le cercle circonscrit au triangle 

de Miquel ; côest le point QA-P9 de EQF. 

Le triangle de Miquel et le triangle diagonal sont en perspective de centre le point GS. 

Le point isogonal de GS par rapport au triangle de Miquel est le point isogonal Isg ; côest 

le point QA-P4 de EQF. Ce point est aussi lôinverse de lôisogonal de chaque sommet du 

QA par rapport au triangle formé par les 3 autres par rapport à leur cercle circonscrit. 

Les 3 conjugu®s ɣ de chaque sommet du QA sont par construction les 3 autres sommets 

et les 3 conjugu®s ɣ du point Isg sont les 3 sommets du triangle diagonal. 
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B) Isoconjugaison ű 

1. coniques diagonales et points conjugués 

(figure 3) 

On appelle conique diagonale toute conique passant par les 4 sommets du QA ; toute conique 

diagonale contient les sommets des triangles anticéviens de ses points par rapport au DT. 

Le DT est autopolaire par rapport à toutes les coniques diagonales, çàd que la polaire de 

chaque sommet est le côté opposé. 

Pour un point quelconque X, les polaires de X par rapport à toutes les coniques diagonales 

passent par un point Xô situ® sur la tangente en X ¨ la conique diagonale passant par X et 

appelé isoconjugué de X. 

La transformation réciproque X ź Xô d®finit lôisoconjugaison ű par rapport au triangle 

diagonal ; côest la transformation QA-Tf2 de EQF. Les 4 sommets du QA sont les points fixes 

de cette isoconjugaison définie par un couple de points conjugués par rapport au triangle 

diagonal ; ils se construisent aisément. 

Le pôle Pŭ de cette isoconjugaison est lôisoconjugu® du centre de gravité du triangle 

diagonal ; côest le point QA-P16 de EQF. Ce point est le centre radical des 3 cercles 

circonscrits aux 3 triangles diagonaux des 3 QC du QA ou des 3 QA du QC (triangles 

P12P34T1, P13P24T2 et P14P23T3 sur la figure 14). 

Les transformations isogonale et isotomique sont 2 cas particuliers dôisoconjugaison. 

On peut, sur la figure 3, identifier quelques isoconjugués : 

lôisoconjugu® Bpô est le compl®ment de Bp par rapport ¨ DT ; côest le point QA-P20 de EQF 

lôisoconjugu® Isgô de Isg est le point QA-P41 de EQF 

lôisoconjugu® Istô de Ist est le point QA-P17 de EQF 
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2. coniques circonscrites et droites conjuguées 

(figure 4) 

 

Toute conique circonscrite au triangle diagonal est la transform®e dôune droite dans 

lôisoconjugaison ű ; cette droite coupe la conique en 2 points isoconjugués. 

Réciproquement, toute conique passant par 2 points isoconjugués est la transformée dans 

lôisoconjugaison ű  de la droite passant par ces 2 points. 

On peut préciser quelques-unes de ces coniques circonscrites et leurs droites isoconjuguées : 

¶ cercle circonscrit au triangle diagonal ; la droite isoconjuguée est la médiatrice du 

segment EPIsg, le milieu de ce segment ®tant lôisoconjugu® du point diam®tralement 

opposé à EP sur le cercle circonscrit 

¶ ellipse circonscrite de Steiner du triangle diagonal ; la droite isoconjuguée passe par le 

point isoconjugué du point de Steiner du triangle diagonal 

¶ conique des 9 points ; la droite isoconjugu®e est la droite de lôinfini 

¶ conique passant par Gŭ et Pŭ, ainsi que par Dŭ (Mŭ et Dŭ sont les 2 points 

dôintersection du cercle circonscrit au triangle diagonal et du cercle Dimidium et Pŭ 

est sur la corde MŭDŭ ; la droite isoconjugu®e est la droite GŭPŭ. Comme cette 

conique passe par les 3 S-points (cf p.26), les isoconjugu®s de Dŭ et des S-points sont 

align®s sur la droite GŭPŭ. 

¶ conique passant par Bp et Bpô ; ces points étant isoconjugués, la droite isoconjuguée 

est la droite BpBpô qui passe par Gŭ, du coup, la conique passe par Pŭ. 
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C) Isocubiques pivotales 

 

Les isocubiques sont les cubiques invariantes dans une isoconjugaison ű par rapport ¨ un 

triangle de référence ; elles peuvent prendre 2 formes, pivotale ou non-pivotale. 

 

1. Pivot P quelconque et isopivot Pô 

(figure 5) 

Pour les isocubiques pivotales, toute droite passant par un point P ou pivot recoupe la cubique 

en 2 points isoconjugués ; lôisoconjugu® du pivot P est lôisopivot ou pivot secondaire Pô. 

La cubique passe par les 4 points Pi, par les sommets du triangle diagonal, les sommets du 

triangle cévien du pivot par rapport au triangle diagonal, par le pivot P et lôisopivot Pô. 

On peut donner plusieurs constructions de lôisocubique pivotale en utilisant les propriétés des 

coniques diagonales ou circonscrites : 

¶ la cubique est le lieu des points de contact des tangentes issues du pivot aux coniques 

diagonales, la polaire du pivot passant par lôisopivot 

¶ elle est le lieu des points de contact des tangentes issues de lôisopivot aux coniques 

circonscrites passant par le pivot, la polaire de lôisopivot passant par son tangentiel 

¶ elle est le lieu des points dôintersection dôune droite passant par le pivot avec sa 
conique isoconjugu®e, conique circonscrite passant par lôisopivot 

¶ elle est aussi le lieu des points dôintersection dôune droite passant par lôisopivot avec 

sa conique isoconjuguée, conique circonscrite passant par le pivot 

Lôisocubique pivotale est tangente ¨ la conique diagonale passant par le pivot en ce point. La 

transform®e dans lôisoconjugaison ű de cette conique est une quartique tangente ¨ la cubique 

en 4 points, lôisopivot et les 3 sommets du triangle diagonal, points doubles de la quartique. 
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2. Système Desmic ou configuration de Reye 

(figure 6) 

Sur une cubique, 3 QA forment un syst¯me Desmic sôils sont 2 ¨ 2 quadruplement en 

perspective de centres les sommets du 3ème (projection plane dôun syst¯me de 3 t®tra¯dres 

dans lôespace). Les 12 points forment une configuration de Reye et sont sur 16 droites, 3 

points par droite et 4 droites par point. Ces points sont sur 12 QC de 6 points, 6 QC par point. 

Le QA formé par le pivot et les sommets de DT est le 3ème QA dôun syst¯me Desmic formé 

par le QA et lui-même après permutation de ses points (sommets de DT = intersection de 2 

côtés opposés et pivot = tangentiel des 4 sommets). 

3 QA en système Desmic sur une cubique ont leurs tangentiels alignés ; les tangentiels 

forment avec les 3 DT des QA 3 nouveaux QA eux-mêmes en système Desmic. 

Réciproquement, 3 QA en système Desmic ou 12 points en configuration de Reye 

déterminent une isocubique pivotale, qui passe par les 12 sommets des 3 QA, par les 9 

sommets des 3 DT et par les 3 tangentiels. 

Pour construire un système de ce type, on part de 2 triangles Q1Q2Q3 et R1R2R3 en 

perspective de centre P1 ; on détermine  les intersections P2 de Q1R2 et Q2R1, P3 de Q1R3 et 

Q3R1 et P4 de Q2R3 et Q3R2 et Q4 de P2R3, P3R2 et P4R1 et R4 de P2Q3, P3Q2 et P4Q1. 

Une 1ère isocubique pivotale passe par les 12 points Pi, Qi et Ri et les sommets des 3 DT. 

De plus, on remarque que les côtés de ces 3 QA sont concourants (par exemple P1P2 et Q1Q2 

se coupent en un point Z1 de R3R4) et les intersections déterminent une 2nde configuration de 

Reye de 12 points Xi, Yi et Zi et une 2nde isocubique pivotale. 

Les sommets des 2 systèmes de QA sont 2 à 2 conjugués harmoniques entre eux, les sommets 

des DT des 3 QA sont les m°mes, un DT dôun des 2 syst¯mes ayant un sommet commun avec 

chacun des 3 DT de lôautre) ; les 2 isocubiques se coupent aux 9 sommets des DT. 
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3. pivot Isg et isopivot Isgô : cubique circulaire 

(figure 7) 

 

Si lôon choisit comme pivot le point Isg et isopivot le point Isgô, la cubique est circulaire, ­¨d 

passe par les 2 points circulaires ¨ lôinfini. Le point Isg est lôinverse par rapport au cercle 

circonscrit de lôisogonal dôun sommet Pi par rapport au triangle form® par les 3 autres (on 

note Isg = igPi par rapport ¨ PjPkPl). Cette propri®t® est g®n®rale et Isgô est lôinverse par 

rapport au cercle circonscrit de lôisogonal de Isg par rapport au triangle diagonal. 

Dans ce cas, la cubique est aussi isogonale pivotale, le pivot étant le point ¨ lôinfini de la 

droite GSIsg et le triangle de référence le triangle de Miquel. Ceci sigifie que toute droite 

parallèle à la direction GSIsg coupe la courbe en 2 points conjugués isogonaux par rapport au 

triangle de Miquel. En particulier, lôasymptote est parall¯le ¨ cette direction et recoupe la 

cubique en un point du cercle circonscrit au triangle de Miquel conjugué isogonal du point à 

lôinfini ; le point diamétralement opposé à ce point est le foyer de la cubique. Cette propriété 

donne une 4ème construction possible de la cubique. 

Cette cubique circulaire est invariante dans une infinit® de transformations ű (dont 

lôisogonalit® par rapport au triangle de Miquel), dans les 3 transformations ɣ de centres les 

sommets du triangle de Miquel qui échangent les 2 autres sommets et dans les 4 inversions de 

centres les centres des cercles inscrit et exinscrits de ce triangle (points fixes de la 

transformation isogonale). 

Tout point de la cubique forme avec ses 3 transform®s ɣ dans les transformations 

mentionn®es un QA de 4 points fixes dôune isoconjugaison par rapport ¨ son triangle diagonal 

qui ®change le pivot Isg (tangentiel des 4 points) et lôisopivot Isgô (tangentiel des sommets du 

DT et du pivot). 

 

 



 15 

D) Isocubiques non-pivotales circulaires : 

quasi-isogonale / triangle diagonal et isogonale / triangle de Miquel 

(figure 8) 

 

On définit la quasi-isogonalit® dans le QA par analogie avec lôisogonalit® dans le triangle. 

Pour un point P quelconque, on trace la droite par un sommet de DT et ce point et la 

sym®trique de cette droite par rapport ¨ la bissectrice de lôangle entre les 2 c¹t®s du QA qui se 

coupent en ce sommet. Pour tout point de la cubique quasi-isogonale, les 3 droites ainsi 

r®fl®chies se coupent en un point Pô de la courbe qui est donc autoquasi-isogonale. 

Cette cubique est non-pivotale dans le système du QA par rapport à son DT, elle est invariante 

dans la transformation ű du QA. Elle est aussi isogonale circulaire par rapport au triangle de 

Miquel formé par les points EP, Isg et Isgô ; elle est même circulaire focale (cf 2ème partie). 

Il y a dès lors 2 manières de construire cette cubique : 

¶ en la considérant comme une isocubique non-pivotale en référence au QA ; on 

d®termine les intersections de la conique isoconjugu®e dôune droite passant par Isg 

avec la perpendiculaire à cette droite au point Isg. 

¶ en la considérant comme une isocubique isogonale circulaire focale par rapport au 

triangle EPIsgIsgô, le pivot ®tant le point ¨ lôinfini de la médiatrice du segment EPIsg. 

 

On peut construire de la même manière une seconde cubique isogonale circulaire focale par 

rapport au triangle de Miquel formé par les points GS, Isg et F, le pivot étant alors le point à 

lôinfini de la m®diatrice du segment GSIsg. 
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Récapitulatif des transformations rencontrées 

 

 

 

 

Avant dôaborder la suite consacr®e au quadrilat¯re complet et aux propri®t®s de la dualit® 

QA/QC, on va récapituler les transformations rencontrées 

 

¶ transformation ű ou isoconjugaison appel®e QA-Tf2 dans EQF 

transformation par rapport à un triangle de référence qui associe 2 points 

isoconjugués ; elle a 4 points fixes et le conjugu® dôun point est le point de concours 

des polaires de ces points par rapport aux coniques diagonales par ces 4 points 

 

¶ les transformations isogonale et isotomique sont 2 cas particuliers dôisoconjugaison 

 

¶ transformation quasi-isogonale appelée QG-Tf2 dans EQF 

transformation par rapport ¨ un triangle de r®f®rence, DT dôun QA, qui associe ¨ un 

point lôintersection des sym®triques des céviennes de ce point par rapport aux 

bissectrices des angles formés par les couples de côtés opposés du QA 

 

¶ transformation ɣ appel®e QA-Tf4 ou QL-Tf1 dans EQF 

transformation de Moebius qui associe une symétrie axiale et une inversion par 

rapport à un cercle centr® sur lôaxe de la symétrie ; les 2 points fixes sont les 

extr®mit®s dôun diam¯tre situ® aussi sur cet axe, appel® 1er axe de Steiner 

 

¶ inversions (propri®t®s dôune courbe anallagmatique) 

les centres des cercles inscrit et exinscrits du triangle de Miquel sont les centres 

dôinversion laissant la cubique circulaire globalement invariante 

 

¶ autres transformations 

la cubique circulaire est déterminée par son triangle de Miquel et son asymptote ; elle 

passe par les 3 sommets et les centres des cercles inscrit et exinscrits de ce triangle et 

par lôisogonal du point ¨ lôinfini de lôasymptote par rapport ¨ ce triangle. 

Pout tout point de la cubique, on a vu quôil forme avec ses 3 transform®s ɣ le QA 

tangentiel dôun point Isg de la courbe ; son conjugué isogonal par rapport au triangle 

de Miquel est le point GS du QA, centre de perspective entre le DT du QA et le 

triangle de Miquel. La transformation ű d®termin®e par le QA donne le point Isgô. 

Toute transformation associant à un point de la cubique un des autres points variables 

mentionn®s (sommets du DT et leurs sogonaux, points GS et Isg, point Isgô et son 

isogonal é) laisse par construction la cubique globalement invariantes. 
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Seconde partie 

 

 

 

Le quadrilat¯re complet, la transformation ɣ 

 

et 

 

la cubique circulaire focale de Van Rees 
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A) Quadrilatère complet 

 

1. Propriétés du quadrilatère complet 

(figure 9) 

¶ Les milieux des diagonales AijAkl sont align®s sur une droite ȹn, appelée droite de 

Newton ; les 3 cercles de diamètres AijAkl se coupent en 2 points, dits de Plücker. 

¶ Les 4 orthocentres Hi des triangles de r®f®rence sont align®s sur une droite ȹh, appelée 

droite de Steiner, qui contient les 2 points de Plücker et le centre Oŭ du cercle 

circonscrit au triangle diagonal. 

¶ Les 4 cercles circonscrits passent par un même point M, appelé point de Miquel ; leurs 

centres Oi et le point M sont sur un même cercle de centre O, appelé cercle de Miquel. 

¶ Les médiatrices des segments OiHi concourent au point H, dit de Kantor-Hervey. 

¶ Le cercle de centre N, milieu de OH situé sur la droite de Newton, est le cercle de 

Plücker et passe par M et les points de Plücker ; le cercle de centre G, milieu de ON et 

passant par M est le cercle Dimidium. 

¶ Le cercle de centre H symétrique du cercle de Miquel par rapport à N est le cercle de 

Hervey. 

¶ La parabole de foyer M et de directrice ȹh est tangente aux 4 droites Di. 

¶ La cardioïde de centre O et de point de rebroussement M est tangente aux 4 cercles ; 

elle est la transformée Clawson-Schmidt de la parabole (cf article 3 et infra). 

¶ La deltoïde ou hypocycloïde à 3 rebroussements tangente aux 4 droites Di admet le 

cercle de Hervey comme cercle intérieur (cf article 1). 

¶ Les 27 cardioïdes tangentes aux 4 droites Di ont leurs centres sur la stelloïde cubique 

conjuguée du quadrilatère complet (cf article 2). 
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2. Principaux points, droites et cercles du quadrilatère complet 

(figure 10) 

 

On considère un QC formé par 4 droites Di ; les intersections sont les 6 sommets Aij. On 

utilise les notations EQF et on sôint®ressera aux points principaux suivants : 

QL-P1   M point de Miquel, foyer de la parabole inscrite 

QL-P2   Hô point de Morley, barycentre des Hi 

QL-P3   H point de Kantor-Hervey, centre du cercle de Hervey 

QL-P4   O centre centrique, centre du cercle de Miquel 

QL-P5   N milieu de OH, centre du cercle de Plücker 

QL-P6   G point Dimidium, milieu de ON, centre du cercle Dimidium, barycentre des Oi 

QL-P7   NS point de Newton-Steiner, intersection des droites de Newton et de Steiner 

QL-P8   Gŭ centre de gravit® du triangle diagonal DT 

QL-P9   Oŭ centre du cercle circonscrit du triangle diagonal DT 

QL-P10 Hŭ orthocentre du triangle diagonal DT 

QL-P11 Nŭ centre du cercle dôEuler du triangle diagonal DT 

QL-P12 B barycentre des 6 sommets du QC 

QL-P13 Pŭ centre de perspective entre le 1er et le 2nd triangle diagonal 

QL-P17 Mŭ point de Miquel du QC diagonal 

QL-P24 Dŭ 2nd point dôintersection du cercle Dimidium avec le cercle circonscrit à DT 

QL-P25 foyer de la parabole associée-compl®ment du point Mŭ ou P17 par rapport ¨ DT 

QL-P26 K point de Lemoine du QC 

QL-2P1 a et b P et Pô points de Pl¿cker sur la droite de Steiner 
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B) Transformation ɣ du quadrilatère complet 

(figure 11) 

 

La transformation ɣ pour le QC, appelée QL-Tf1 ou Clawson-Schmidt dans EQF, se définit 

comme celle du triangle (cf article 3) comme une involution associant une symétrie axiale et 

une inversion par rapport à un cercle centr® sur lôaxe de sym®trie. 

Elle a 2 points invariants F1 et F2, QL-2P3 a et b de EQF, points de base ou de Poncelet des 8 

cercles de Steiner passant par les 16 centres des cercles inscrit et exinscrits des 4 triangles de 

référence (4 points sur chaque cercle et 2 cercles par chaque point, 1 dans chaque faisceau). 

Lôaxe de sym®trie est la droite F1F2 ou 1er axe de Steiner, la médiatrice de F1F2 est le 2nd axe 

de Steiner ; ce sont les bissectrices de lôangle entre les axes de la parabole et de la cardioµde. 

Le cercle dôinversion est le cercle de diam¯tre F1F2 et de centre le point de Miquel M. 

La transformation ɣ échange : 

¶ les sommets opposés Aij et Akl du QC 

¶ les 4 droites Di et les 4 cercles circonscrits aux triangles de référence et les 

symétriques de M par rapport aux 4 droites et les centres de ces 4 cercles 

¶ la droite de Steiner ȹh et le cercle de Miquel et le sym®trique de M par rapport ¨ ȹh et 

le centre O du cercle de Miquel 

¶ les 2 points de Plücker P et Pô et 2 points Q et Qô du cercle de Miquel 

¶ la droite de Newton ȹn et un cercle centr® sur QQô 

¶ le cercle de Pl¿cker et la droite QQô 

¶ le cercle Dimidium et une droite qui passe par le point dôintersection ɤ de QQô avec 
ȹh ; cette droite contient le point K de Lemoine du QC 
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C) Courbe cubique circulaire focale de Van Rees 

1. Courbe de Van Rees  unicursale 

(figure 12) 

Les propriétés et la construction de la courbe de Van Rees ont été expliquées dans les articles 

2 et 3 ; cette cubique est la hessienne de la stelloïde cubique conjuguée du QC, elle est 

unicursale si la SC est de type MacCay et bicursale si la SC est de type Kjp (cf B. Gibert). 

La cubique de Van Rees unicursale (cas de la figure 12) coupe la droite de Newton en 2 

points réels S et Sô, dont le milieu est lôintersection de ȹn avec la droite HŭHô (directrice de la 

parabole de foyer Mŭ tangente aux 3 c¹t®s du triangle diagonal et ¨ la droite de Newton). 

On met en ®vidence les transformations ɣ de centres S et Sô, dôaxes de Steiner les bissectrices 

des angles en S et Sô et de points fixes f1 et f2 et fô1 et fô2 ; on rappelle que la transformation 

ɣ de centre M a pour axes de Steiner les bissectrices en M et pour points fixes  F1 et F2. 

La cubique focale unicursale de Van Rees passe par les couples de points conjugués f1 et f2, 

fô1 et fô2 et par le couple Fô1Fô2 sur le 2nd axe de Steiner ; les 6 points définissent un QC. 

La cubique de Van Rees est lôisocubique pivotale dôun QA ¨ 2 c¹t®s perpendiculaires. 

Pour un point de la courbe pris comme tangentiel Isg, les 2 droites perpendiculaires forment 

sa conique polaire dégénérée (bissectrices de lôangle SEPSô, EP ®tant le conjugu® ɣ de Isg). 

Cette cubique est invariante dans les 3 transformations ɣ, mais le triangle MSSô nôest pas le 

triangle de Miquel, car les transform®s des sommets r®els dôun QA donnent les sommets dôun 

autre QA situés sur un côté parallèle  à celui du 1er. 

Dans le cas de la cubique de Van Rees unicursale, tous les QA tangentiels ont 2 côtés 

perpendiculaires, mais 2 points seulement sont réels, les 2 autres étant imaginaires. 

Il y a 3 QA orthocentriques formant un syst¯me Desmic, de tangentiels S et Sô et le point ¨ 

lôinfini de la droite de Newton ; chaque QA a 2 points r®els (fô1, fô2, f1, f2, Fô1 et Fô2). 

 

  


