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Résumé

Jamais deux sans traidd a r tfait suitee aux dewarticles précédents consacrés a
guadrilatere compleét a la stelloide cubiqug¢). Ilt r ai t e de | a transf
associe une sym®trie axiale et une i nversi

symétrie. Cette transformation peut étre définie damstriangle, ou e#l éclaire bon
nombr e de gignement et@e ®c/clicitéans un quadrilatere complet &
partir doune est ¢ l0lgtictalles lieesueleiz gas gaigureset cette
transformationL 6 ar t i e lessrotatians dekEnsyclopedia of Triangle Centers de
Clark Kimberling etEncyclopedia of Quadrifigures de Chris van Tienho&h. Il doit
beaucoup aux travaux de Bernard Gibert sur les cubiques (***).

Abstract

All good things are three : the articleadollow upof the two previousrticles dedicated

to the complete quadrilaterahd the cubic stelloi¢F). It deals with they transformation,
which associates an axisymmetry with an inversion wrt a circle centered on the axis of
the symmetry. Thisransformation can be defined antriangle, where it brings oatany
properties of alignment or cocyclicityn a complete quadrilateral from a cubic stelloid
and the article leows the links between these thifegures and this transformatioriThe
artide usesthe notations of Encyclopedia dfiangle Centers bylark Kimberling and
Encyclopedia ofQuadrifigures by Chris van Tienhovéft) . It ows much to the works of
Bernard Gibert on the cubi€s™).

Zusammenfassung

Aller guten Dinge sind drei der Artikel ist ene Fortsetzung der zwei ygen dem
vollstandigen Vierseiund der kubischen Stelloide gewidmeterikeln (*). Er handelt

mi t der y Transformati on, die eine axiale
dessen Zentrum auf der Axis dgymetrie liegt, verbindeDiese Tranformation kann in

einem Dreieck wo sie manche Eigenschaften von Geradind Kreisen erleuchtet)

einem vollstandigen Vierseiider von einer kubischen Stelloidefiniert werderund der

Artikel zeigt die Verhaltnise zwischen diesen eir Figurenund dieser Transformation

dar. Der Artikel benutztdie Notierungenvon C| ar k Ki nEboyctopedian gfo s
Triangle Centersundva@hr i s van Tienhovenbés HWMcBrcl oped
schuldet viel den Werkevon Bernard Gibert tber den Kubiken (***).

(*) BernardKeizerLa Géométrie du Quadrilatere Compi13
Le Quadrilatere Complet et la Stelloide Cubig@oa4
http://bernardkeizer.blogspot.fr

(**) Clark Kimberling Encyclopedia of Triangle Centers ou BEA@w.faculty.evasville.edy
Chris van Tienhoven Encyclopedia of QuadrifigunesE QFwww.chrisvantienhoven.nl

(***) Bernard Gibertvww.bernard.gibert.pagespersmnge.fr



http://bernardkeizer.blogspot.fr/
http://www.faculty.evansville.edu/
http://www.chrisvantienhoven.nl/
http://www.bernard.gibert.pagesperso-orange.fr/
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Introduction

T Jbai toujours ®ti®e fawk ct nmi®a P @lr eéduiererggl ani®t p a
de longueseures a partir des figures du regr&téve Sigur sur le site paideiaschool
en jouant avec les droites et les cercles décrits sur [EBede Clark Kimberling.

T Jbai retrouv® | e m° me pleddaqgsadriatee stomplenav ai | |
découvrant le site EQF de Chris van Tienhoven et le groupe de travail Quadriforum
autour de Chris van Tienhoven et Eckart Schmidt

f Un grand moment a ®t ® en particulier | 61
de lacourbe lieu des centres des cardioides insaéas le QC (*) comme la stelloide
cubigue conjuguée du QC décrite par Jules Marchand (**).

1 1l me restait, pour boucler la boucle, a comprendre que laénmsse transformation
d®crite 7 partir de | OGaeplpleil psedBentard Gilkette i ner
(***) et u par Benedetto Scimemi (**) était identique a la transformatiatans le
QC mentionnée par J.W. Claws@rt *** ) etappeléeClawsorSchmidtdans EQF.

1 Ce derniearticesdarticule d s | ors en tdhabordgar
rapidement leséléments nécessaires du triangle (points isodynamiques, axes de
Brocard et de Lemoine, points, cercle et triangles de Brocard, points de Steiner et de
Tarry, ellipes de Steiner et hgpooles équilatéres deeuerbachKiepert, Jerabelt
Stammler)edonne une premi re d®finition de | a
inscrite de Steiner ®c | ai rant au passage un certain
et de ocyclicité La seconde reprend brievement les éléments utileguadrilatére
complet point et cercle de Miguelroites de Newton et de Steiner) et ses courbes
usuelles parabole, cardioides ateltoidg et donne une seconde définition de la
transformatn CIS. La derniére parti@résente enfin la stelloide cubigagssociéeu
triangle ou conjuguée d quadrilatére complet elonne une troisieme définition de la
transformation y ° ©partir des conigues p
g u é@xpliciter les relatons angulaires entre ces trois figures, triangle, quadrilatere
complet et stelloide cubigllei ®e s par une m°me transfor ma

(*) Bernard Gibertnscribed Cardioids and Eckart Cubi13

(**) Jules Marchan@&éométrie duuadrilatere complet937

(***) Bernard Gibert Orthocorrespondance and Orthopivotal Cubics Forum
Geometricorum 2003

(****) Benedetto Scimemi Simple Relations Regarding the Steiner Inellipse of a
Triangle Forum Geometricorum 2010

(*** **) J.W. Clawson The Goplete Quadrilateral 1919

Avertissement
On utili se, dans | e cours de | darticl e, i ndi
guodil sbéagit dbébun faux ami, | e terme cevian

pedal en anglais sagfiant podaire en francais.



La figure cicontre(*) est inspiréeles pages de vulgarisation péels par le géometre Steve
Sigur(19462008)sur le sitevww.paideiaschool.org/teacherpages/Steve Sigur/geometry

The Modern* Geometry

of theTriangle

by Steve Sigur

This essay is designed to get you up to sgeed

you can read John Conwayds descr
geometry. These pages are desigiodae viewed

side by side, text on the left, pictures on the right.

Acrobat can be set to view pages in this way.

*I'n this context Afimoderno means | ess than 20

Le livre The Triangle Boola été finalement publié pdohn H.Conway er?013

The Triangle Book John HConwaySteve Sigur A.K. Peters 2013
On pourra aussi se reporter a Modern Geometry of the Triangle Geogebrabook Steve Phelps

(*) Les éléments de construction de la figure sont expliqués page 18


http://www.paideiaschool.org/teacherpages/Steve_Sigur/geometry
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axe de Napoléon

A) Géométrie du triangle

1. Principaux points, droites et cercles du triangle
(figure 1)

On considére un triangle de sommets A, B etdd utilise les notations ETC et on
sO0i nt ®r e s s e, nuhéarotaion|adxgoirdsrpenciphex. On aote CoX et IsoX

les conjugués isogonal et isotomique de X.
I1 centre du cercle inscrit

G2 centre de gravité

O3 centre du cercle circonscrit

H4 orthocentre, anticomplément de O3

N5 centr e duconcpEmentldeO3d 6 Eul er ,
K6 point de Lemoine

Ge7 point de Gergonne

Na8 point de Nagel,complément de |1

M9 Mittenpunkt, complément de Ge7

Sp10 point de Spieker, anticomplément de 11

Fell point de Feuerbach, point de

Fedl2 conjugué harmonique de Fell par rapport a O3 et N5

F13 et 14 points de Fermat

S15 et S616 points isodynamiques
Npl7 et Npb6é618 points de Napol ®on
CI19 point de Clawson

L20 point de Longchamps, symétrique de H4/0O3, anticomplément de N5

i2 Iso ﬁuler f1 droite dEuler axede Fermat
1 figure 1

. n 2 L . .
droite deNZevak principaux points, droites
N\

axe de\Bfegard et cercles du triangle
pércle de Bevan /
X36

axe NaGe

axe orthique

droite de Longchamps

cont act



Sc21 point de Schiffte

Ex22 pointi ddoExseede G2 par rapport au cer
X23inverse de G2 par rapport aercle circonscrit

X25 ColsoH, isogonal de | 6i sotomique | soHG6

2. Points isodynamiqueS 1 5 e &t ax8sodé Brocard et de Lemoine
(figure 2)
I, 1a, Ib et Ic sont les centres des cercles inscrit et exinscassbissectrices intérieures
et extérieures des angles en A, B etdDpent les cotés opposés en Ja et Ka, Jb et Kb et
JcetKcLes cercles de diam tres JaKat, 3y bKb
constituent | es 3 cer c Mdes qud MB/PO + IbBilaBi=u s , [

JaBJ = c/ b ¢é, 0% a, b et ¢ sont | es mesur ¢
ont en commun | es 2 points isodynamiqgues
aS0A = bS6B = cSo6C.

Léapplication du th®or me de M®N®l a¢gs donr

J3, 11, 13 et J2, 123 et J1 et J1, J2 et J3. Les 6 points 11, 12, 13, J1, J2 et J3 forment un
quadrilatere complet de triangle diagonal ABIE cerde circonscrit est orthogonal aux

3 cercles doApoll oni us.

La droite de Newton du QC @n est l a m®di &

triangle; |l a droite de Steiner oh est | a droit .
!

passe par les points O3ke6 . Les 2 points S15 et S0616 so
On verra dans la 2de partipie le point de Miquel de ce QC est le point de Kiepert
Kill5, milieudusg me nt F b pdmnftild Miquel de son QC diagonal, qui échange
|l es pointet SIL& eer &§bé&6cCci r c pestseaint X110et | daxe

d A
axe de Brocard

figure 2
points isodynamiques S15 et $'16
axes de Brocard et de Lemoine
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3. Triangles de Brocard et points de Stei§&9et de Tarryl'98
(figure 3)

On appelle cercle de Brocard le cercle de diametre Q3&Sparalléles aux 3 cbtés BC, AC

et AB menées par leo;t K6 ou les médiatrices de ces cotés, qui passent par le point O3,
recoupent ce cercle en 3 points Al, B1 et C1.

Le triangle A1B1C1 est triplement en perspective avec le triangle ABC, les 3 centres de

perspective ®tant | es 2t p&idnt sd uc ocnejrucg ue® sd ei sk
milieu est le point X39, et le point IsoK76, anticomplément de X39 sur la droite H4lsoH69
parall | e " .|l 0&réetdedBpotardst | a transfor meg

On appellera A1B1C1 le petit triamgl d e Br o c ar &triaghdlelde Brécardy le'®? du 1
étant A2B2C2, A2, B2 et C2 étant les 2ndes intersections de G2A1, G2B1 et G2C1 avec le
cercle de Brocard).

Les paralléles aux cotés dff friangle de Brocard A1B1C1 par les sommets A, B et C du
triangle de référence concourent au point de Steiner St99 du cercle circoresrit
perpendiculaires aux cotés dt ttiangle de Brocard A1B1C1 par les sommets A, B et C du
triangle de référence concourent au point de Tarry T98, diamétralement opp88ésarSe
cerclecirconscrit

On peut inversel 6 o p ®r at i o n grand triangle de Brpoard le ¢riangd®BOCO

dont ABC est le ¥ triangle de Brocardil est immédiat par construction que T98 est le centre

du cercle circonscrit a ce trianglegete St99 est son point de Lemoine, le cercle circonscrit a

ABC étant son cercle de Brocard. (X23 est en outre son point, Xbirt de concours sur le
cercle circonscrit des sym®triques de | a dro

by IsaCoEuler inhe

y
16 \axe de Brocarq_y m;.

i figure 3

I cercle, points et triangles
| de Brocard et points de

i Steiner et de Tarry

> %a
;
,

(dsoH69
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4. Ellipsescirconscrite et inscritde Steinede centre G2
(figure 4)

Lébellipse circonscrite de Steiner est centr G
du triangle; elle recoupe le cercle circonscrit en un 4éme point, le point de Steiner St99,
diamétalement opposé au point de Tarry T98 sur le cercle circonscrit.

Lébellipse inscrite de Steiner ;dlesdstcéntée auompl ®
point G2, est tangente aux 3 c!t®s ef® leurs
poirt, le pointd e Ki epert Ki 115, metdoinpkémendde St3%9%e gment F1
Léinverse du centre de gravit® G2 pdarle rappo
sym®t rique de ce point par r ap;peconplématde 6 ax e
X110 est le point de Jerabek Jel125.

Léel |l i pag idier st | a conjugu®e isogonale de |
Les axes des 2 ellipses sont les bissectrices des angles <O3G2T98> et <K6G2St99>.

La polaire du point de Lensocirniet eK6d ep aSt en aaep
orthique, axe radical des cercles circonscr.i
On considere les triangles def, podaire de 11 et pédal de Ge7, DEF, pédal de 11, MNP, médial

ou podaire de O3 et pédal de G2, RSThigue ou podaire et pédal de H4.

Les droites ST et NP se coupent MU, UND Rt eP
coupent au point de Kiepert Kill5 et RU, Sb
On appelle ROSOT@ triangle antimédial du triangle orthiqiRST ; ABC et ROSOTO ont

m° me cercle dO6Eul er, |l e centre du cercle ci
orthique, X52 dans ETC et son centre de gravité est aussi celui du triangle orthique, X51.

X e Broowd | f droite d'Euler axg’de Fermat
droite de Bevan \! !

figure 4

$'16 ellipses circonscrite et
[ inscrite de Steiner
de centre G2
axe NaGe
cercle de Bevan
Ib
\ \‘ Ie orthocentroidal

LN
) "“»liv’;(\\ﬁ-‘a < "\
' ""“\‘:Q" }'\ ‘ St99
s e

N

axe_orthique

droite de Longchamps
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5. Hyperboles équilatéres dreuebach, Kiepert, Jerabekt Stammler

(figure 5)
Les hyperboles ®quilat res passant par |l es
constituent un faiscegu el |l es sont | es conjugu®es isogon
par O3 et les conjuguéesiso mi ques doéun faisceau de droites
El'l es sont centr ®es en ufinpecdction avet Ue cerder ¢ | e
circonscrit est | e point sym®trique de | 6ort

L 6 hy p ee Feoelbach ekt centrée au point de Feuerbach Fell et passe par le centre du
cercle inscrit I1et par les points de Gergonne Ge7 et Nagel Na8 et le Mittenpunkt M9 ; le
symétrique de H4 par rapport a Fell est X104, celui de I1 est X80. Elle constitue la
conjuguée isogonale de la droiie Bevanl 1 O3 (droite dO6Eul er du tr
conjuguée isotomique de la droite IsoCo 1103 ou Ge7Na8, qui passe par Isol75.
Lohyperbol e de KiidKiELD ¢t passe par G2eSpdl ®e e u Fp a 4,
et Npdl8 et |1 soK76 ; |l e sym®trique de H4 pa
constitue | a conjugu®e isogonale de | 6axe d
droite IsoCo O3K6 ou G2K6 ; ses asymptotes sontlpéralaux axes des ellipses de Steiner.
Lohyperbole de Jerabek est centr®e au point
IsoH69 de K@ le symétrique de H4 par rapport a Jel25 est X74, celui de K6 est X67. Elle

)
r
€

constitue la conjuguée isogonalee | a d r etilatcenjuguéeksotbneque de la droite
| soCoEul er , parall | e " | 6axe de Brocard qu
Enfin, | 6 hy pe redlodhy pdeer bSotl aeniunttiaagid-tangentielieli@ esh

centrée au pot X110et passe pall, O3 et K6 et par k& sommets du triangle de Bevan et
ceux du triangle tangentiel (pour ce triangle, O3 est le centre edtlecinscrit, I1
| 6 or t hK6san pdintde Gergonné X110 son point de Feuerbach).

h I f, froite d'Euler axe gfermat
axe de Bycard IsoCoguler
droite de Bdyan figure 5
$'16

1

hyperboles équilatéres
de Feuerbach, de Kiepert,
de Jerabek et de Stammler Tb

axe NaGe

axe GK

Np'18

\

b

hyperbPle e Feuerbach B
hygerbole [de Klepert

AN
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6. Hyperboles de Febach et Kiepert du triangle antimédial du triangle orthique
(figure 6)
Tout pointd u c e r c ldeeABG é& RAS0TO (cSupra)estpar construction a la fois
1 le centre de 2 paraboles inscrites dans les triangles médial MNP et orthique RST

1 le centre d& hyperboles équilatée s |, | une passeant| Opaaurt rhe, pBa,
SO, TOetl 6ort hocent r deXbRQar (appprid®b)r i q u e
Le cercle inscrit de centre |11 est tangent &
point de ce cercle est | e f oyedeménieutouepoimtar abo
du cercle inscrit dans le triangle ROSOTO et de centre kcéamplément de H4 par rapport
au triangle orthique) est | e foyer doéune par

Enfin, le cercle pédal de I1 passe par les points Fell et Kill5 et tout point de ce cercle est le
foyer doébune par ab glé BEF;ide ménele teele pédahde I0Ipaurle r i an
triangle ROSOTO passe par les points Jel25 et X130 et tout point de ce cercle est le foyer

dobune parabole inscrite dans | e triangl e p®&d
1 le point de Feuerbach Fell ése centre de | 6hyperbole de

foyer dbébune parabole de directrice 1103 i
T le point de Kiepert Kill5 est | e centre

doune par abol e inscete dans tee3ctriamgiecDEF, MNAKe6 RST
1 le point de Jerabek Jel25 est le point de Feuerbach de ROSOTO, centre des hyperboles
correspondantes de ces 2 triangles et foyer de 2 paraboles de directrices la droite
d6Eul er O3H4 et scatespans lesltribnglés®NMe&ERITO0 et i ns
1 le point X130 est le point de Kiepert de ROSOTO et le centre de son hyperbole de
méme nom, qui passe par RO, SO, TO, HO et g51 et par A, B, C et H4 (point de Spieker
de ROSOTO) et le foyer de 2 paraboles de dicsgth2KO0 (droite de Brocard de
ROSO0TO) et sa paralléle par O3 et inscrites dans les triangles MNP et RST.

; | 0
g, by P1 v td, af g Ikw b Cifla g r ' 32/
! R -
! ] e
| 77
| | -7,
-T 7
a 1/ / ’
€ Vo,
P3 (s
- P/
|
e i S - ~ T NN T — W Re — -—= o i e
b, . = I 7] figure 67
N | A ) j/ erboles équilateres
-ql | ¢ ,/de euerbach et Kiepert
~ 7,
hy - y ; du triangle antimédial
— | / L du triangle orthique
T~ TN e | 1
" s A X130
- - _ N 1 /
- RN ? 1
b N S & EY .7
e s T 9 - /
~
e, AN
N~ Ny
Hroite d'Euler dyi triangle antimédial d& I‘odh\lqye F | li’
INAEEI (] < - Il
axe de Brocard - D . h52 = . T /
d g - =
T N\ -
kfzdroile de Bevan N p =l iR Y 6~
N N 3 I M. N - =
) N P2\ K ~ =
{n VX / T~
N AR Ny -~
i / TN T~
te dEue) / = =~
- /7 :
N . / X !
\ P | /
¢ B 4
L N LA . \
N 4 h ‘\';-n
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B) Transf or chatiangen (

L a

1. Définition
(figure 7

transformati on y p omassodiart urte symétinegXiade eteuset u n

inversion par rapport a un cerglelle a 2 points invariants F1 et F2, qui sont les foyers de

| 0el

|l i pse inscrite de Steiner, l e centre du

FlF2etcentredegra®it du tri angl e, ‘laddeSteina estlsdyoite®1F2i e o0
et la médiatrice du segment F1F2 est'fea®e de Steiner.
Cette transformation associe

T

1
1

axee Brocard

dans le triangle
S$'16
axe NaGe \
axe de Napoléon
o

aun point P | 6inverse P06 par r aipppart au
rapport ° | dbayxyéePie=sym®{symP/ axe de Stei!l
" une droite passant par G2 une droite s\
a une droite ne passant pas par G2 un cercle passant par G2, le centre du mercle éta

l e transform® y du sym®t etingeiseamerde G2 par |
a un cercle ne passant pas par G2 un autre cercle ne passant pas par G2, le centre de
chacun des 2 cercles étantetrs f or m® y de rl &iampweorrste "dd 6@
cecies un cas parti plushénérate si@ paints sontpnvesgsmpar ®t ®

rapport ° un cercle, |l eurs transfor m®s y
y de cieomncemroctlee y[inv(P)yY¢c€ycle C] = inv[y
P et y( P) rclsesdenSteiner der2 falce@orhogonaux, le 2 centré sur le

2"% axe de Steiner et passant par F1 et F2 éflleetré sur le L axe de Steiner

\ I f, droite d Eule axeAle Fermat
droite de Bevan X23

figure 7
transformation y
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2. Propriétégyénérales
(figure 8)

La transformation y ®change

T les points de (Fsewrma2 delr3cleets Follodun “par F1
axe de Steiner e t"etlcanteésur le®baxe deStedinerp gonal au
|l es points 1 sodyidemmi ques S15 et S016
le cercle circonscrit et le cercle de Brocard de diamétre O3K6
lecercleé Parry et | 6axe de Brocard
les droites G203 et G2T98, symeétriques par rapport aux axes de Steiner (cf 83)
les droites G2K6 et G2St99, symétriques par rapport aux axes de Steiner (cf §4)
les droites G211 et G2X846, symétriques par rapport aux axes der§t£iB5)
S15 et S616 sont conjugu®s y et inverses par
F13 et F614 sont conjugu®s y et i ndiareétres e s p a
G2H4 et de centre J3&t symétriques par rapport adeoite qui est son transfofh 'y et pass
par leur milieu Kil15 et par le transforldé125 de HALes dr oi t e sF 6F114351651 6s cerntt
parall | es " la droite dO6Eul er et l a droite
G2T98, symétrique de la droité E u larerappop aux axes de Steiner.
Lecercl e qui passespaleGlraRrdBoemeesptdndeat | 6 a x ¢
" la droite doEulleRr. Jemd G&2t.J0.J0doFmamleF & G J O. J N
points F, F 6¢cycliqOes sut le ¢¢rcles deriésterc bes transfor m®s
points, F, F6, yO110 etceywNd4Led d kestarmnstf oaoo®y cyl i g

= =4 =4 -8 -8 -9

axe de Brocaxd h 1

¢ \droite dEule
1
X23

| axg’de Fermat

droite de Bevan

1

droite orthocentroidale
figure 8

propriétés de la
transformation |
dans le triangle

axe NaGe
3
R
axe deNapoléon \
SN\
o

VAN A

\\
f N7 SO

2
I
)
axe o ique

n 3448
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3. Autres popriétés liées aux triangles de Brocard
(figure 9)

Les transfor m®s vy de sontsessommeetssiiriangletde Bracardy | e A E
A2B2C2; ce triangle est en perspective de centre G2 avetthahgle de Brocard A1B1CL1.

Dans |l a transformation Yy, on a GA. GA2 = GB.
GA1.GA2 = GB1.GB2 = GC.GC2 et iilent GAL/GA = GB1/GB =GC1/GCon a, de méme,

avec le grand triangle de Brocard (cf supra), GAO/GA = GB0/GB = GCO0/GC.

Les 2 trianglesAOBOCO et A1B1C1grand et petit triangles de Brocasnt homothétiques

dans une homothétie de centre €2 semblables watriangle ABC dans des similitudes

associant une symétrie axiale par rapport aux axes de Steiner et une homothétie de centre G2.
Pour tout point X du triangle de réféerence ABC, on associe les 2 points correspondants des
petit et grand triangles de Brocaxthr et XBR; ces 2 points sont sur la droite @2( X) et

l eurs transform®s y, y( XbrQna6ax’>=yGeXoBERYXBRs ont ¢
et le cercle passant par X, Xbr et XBR est tangent en X a G2X et, de méme, le cercle passant
par Y (X)) Y(XBRbHr psettangeX)t. en y(X) ~ G2

Pour toute droite remarquable du triangle ABC, les droites correspondantes des petit et grand
triangles de Brocard sont paralleles et sont sur une direction symétrique de celle de ABC par
rapport aux axes de Steiner

La propri ®t ® des poi nt srexdes cerelessarespandants s 6 ®t
centre Y du cercle transform® y doéun cercl e
transform® y de | 6inverse de G2 étpgaadeG2ZXppor t
par rapport aux axes de Steiner.

axe de Brocard ‘« s
droite d'Euler figure 9

X23 % Grand et petits
triangles de Brocard

cercle de Parry

droite de Lgigchamps
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4. Constructionavec O3 etH4 dr oi tG2O3dtalrhite (ZE9B
(figure 10

La droite symétriquel e | a dr oi t e d 6 panramport auk axed de Bteinergebte A B
l a droite dOEul er des;eltepasse pagle gt T98DOBABR1L et AO0

OncommenceavecO3 | a droite doEuler contienf! G2, C
poi nt déintersecti emnle atrele de Brocdrdla drditee syntetiidtie | e r e
contient yO110, Obr182 et OBR, -"d T98.

H4 est l 6anticompéd ae oti t e d®Bul er contient

compl ®ment de X23 et y( HB;Raldoite)symétdgqoangontiénime n t

y H4) = Jel25, complément de X110, Hbrl352, anticomplément de Obrl82 et HBR147,
anticomplément de T98.

N5 est le complémentde©3 | a droite dO6éEul er contient N5,
et Y ( NBR) , ant i c g mpdtoi@nmnsgmetriquedcertingt( TY@N5 ) = Y N3
anticomplément de X110, Nbr, complément de Obr182 et NBR114, complément de T98.

Le cercle do6éEul er a pour scoennttrrea nNs5f oagtm®p as see
centre |l e transform® y de I|BEulnevrer sye( Xd8e5 832 =p ¢
et passant par H4.

On peut continuer en appliqguant la méme méthode aux points J381, symétrique de O3 par
rapporta G2,oul2Z@ nt i compl ®ment de H4 é

Les 3 cercles circonscrit, doé EulMWeetZ (rédissior t hoc
| 6angl e e n; WX estlsut axeoaditaluost pxeo r t hi qu e . Leurs trar
cercle de Brocard, |l e cercle y(Euler), la m

cercley ort hi que psas scaonutp emmar a@x, 2t mppan Nft sr Mds ey &

axged™Brocard m. [ drofte dEuler axe de Fermat
droite GT98,

droiteygorthocentroidale

cercle de Parry

X23 \

figure 10
construction avec O et H
droite d'Euler et droite GT98 HBR147

—

drqite de Longchamps
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5. Construction avec Kédroite G2K6 et G2St99
(figure 1))

La droite symétrique de la droite G2K6 du triangle ABC par rapport aux axes de Steiner est la
droite GK des triangles A1B1C1 et AOBOC®lle passe par le point St6@ KBR.
On commence avec K6 | a droite G2K6 conti en”f'poim6, y (
déintersection de | a dr oi,;tlaedroi®Zyn@trigaevcentientl e ¢
yK111, Kbr 3734 et KBR, -"d St99.
(Obr182Kbr3734 est parallele a OBRKBE3d T98St99, la direction de ces 2 droites étant
symétrique de celle de O3K6 par rapport aux axes de Steaqui détermine Kbr3734).
IsoH69 eg | 6anti compl ®Imantdr diet eK6G2 K6 crmt i ent
compl ®ment det y § ( KIRp B cB4an)p | ® me n; fa drdite symétri§ue 9 9
contient y(lsoH69) = Xl4od)br,anticompgmen®de Klord734ate y K1
(IsoH)BR, anticomplément de T98.
X141 est le complément de Kfa droite G2Keécontient X141  y [ Kr)l, &nticomplémen
de y(Kbr3734) et y[ X141( BRAadrojte spamétrique aomtignt ® me n |
y(X141), ant i c o mpXl4frg nompléethent dgkbrar3d4 letl X141(BR),
complémente T98.
Pour illustrerces propriétés de correspondance et de symétriegrmsiderepour le triangle
ABC le triangle O3K6Hbr135en bleu) son triangle médial N5X1410br1352 et son triangle
antimédial H41soH69LbrLpr symétrique de Hbrl1352 par rapport a Obrl82, de IsoH69 par
rapport a O3 et de H4 par rapport a K6 et point degtbamps du triangle A1B1C1).
On construites triangles guivalents des triangles A1B1C1 (en vettAOBOCO(en rouge)
Les 9 triangles sont semblables et ont évidemment G2 comme centre de gravité commun.
(cf figure B page 7)

f
€

axe de Brocard\ |soCoEuler droite d'Euler s

( ercle de Parry —
figure 11
construction avec K
droite GK droites GK et GSt99

a,
93

Iy
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6. Construction avec I1droite de NageG2I1 etdroite G2X846
(figure 12

La droite symétrique de la droite G2I1du triangle ABC par rapport aux axes de Steiner est la
droite Gl des triangles A1B1C1 et AOBOC8Ile passe par le point X846 (sur 11Sc21).
Oncommence avec I1 | a droite G211 <cont i enla drditel , y (1
sym®trique contient yl 1054, |l br 3923 et | BR12
Na8 enscompléndeatde 11G21 1 contient Na8, y(Nabr), C Ol
Yy ( Na),BcBmplément dgg ( | BR1@&B84Gcont i ent y( Na8) , compl ®
Nabr, anticomplément de Ibr3923 et NaBR, anticomplément de IBR1281

Spl0 est le complémentde:lIG21 1 conti ent Spl10, y(Spbr)
et y(SpBR), anti com@axedseremnrnt identy (yl (BRpl12M)1,
yl 1054, Spbr, compl ®ment de |1 br3923 et Sp
On trace le cercle de centre O3 passant par 11l a f or md+ R(Rid2) feurletede O
déterminer le point X100, inverse de Na8 par rapport éecele (X100 étant sur le cercle
circonscrit). Le cercle passant par 11, Na8 et X100 est tangent en 11 a la droite O3I1. X106 est

la 2%intersection de la droite 11X100 avec le cercle circonscrity | 1054 est | e sy
I1 par rapport a X106, il ésitué sur le cercle de Bevan.

Na et X100 ®tant inverses par rapport au cer
y Na, compylPmemn4 et y(X100) = XléoBthvesaspar!|l e cC €
rapport au cercl ecédemtnj ugu® y du cercle pr

Le cercle inscrit est tangesotnacganj3ugd® s e
centr® sur G2X846 tangent aux 3 cercles G2B2
de centre Hbr1352 passant par H4 (cf supra).

axe de'Rrocayd a, droite d'Euler s

S'16 figure 12

construction avec |
droites Gl et GX846 ‘ ‘ AD
o <\
cercle yinsg —
X36 gercle yBC
°
X35 ‘ \
7
cercle g€ Bevap cer:le yEuler
droite GI
(et /

yrtas4
droite GX846 —




Tableaude correspondance

Points X Y( Xbr)y( XBR)y ( X) Xbr
1 11 y11054 X3923 X1281
3 03 X23 yT1316 yO110 Obr182
4 H4 X858 yH125 Hbr1352
5 N5 yN3448 Nbr
6 K6 yK111 Kbr3734
8 Na8 yNa
10 Spl0 YSp
13 F13 X'14 Fbr3642
14 F'14 X13 F'br3643
15 S15 S'16
16 S'16 S15
20 L20
22 Ex22 yExbr 186 Exbrl184
69 IsoH69 X126 X2549
100 X100 X1083 X5091
Droites Di y(Di)
Euler G2T98
G2K6 G2St99
G2I1 G2X846
Cercles Ci centre points y ( Ci ) centre
circonscrit O3 y O1l 10 y KBiodadd Obr182
Euler NS yH125 Yy ( Eul eHbr)352
inscrit 11 Fe y (I nscgrFiet )
Lester O3N5F13F'15y (Lester)
cercle (03,1103 11
Bevan Be40 la-lb-Ic y (Bevan)

2C

XBR

T98
HBR147
NBR114

St99
NaBR5992
SpBR5988
FBR5978
F'BR5979

SBR5980
S'BR5981
LBR5984
ExBR5986
X148

X5990

points

03 et K6
H4

F13F'14 0110 N
y 11054
letyla, Yyl b, yl c
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Seconde partie

La transformation CIl -S

et
le quadrilatere complet
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N
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Q

S
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\

o
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A) Géométrie du quadrilatére complet
1. Principauxpoints, droites et cercles du quadrilatére complet

(figure 13
On considere un QC formé par 4 droites [is intersections sont les 6 sommets Aij. On
utilise | es notations EQF et on soéint®resser

QL-P1 M point deMiquel, foyer de la parabole inscrite

QL-P2 HO point de Morl ey

QL-P3 H point de KantoiHervey, centre du cercle de Hervey

QL-P4 O centre centrique, centre du cercle de Miquel

QL-P5 N milieude OH, centre du cercle de Plucker

QL-P6 G point Dimidium, milieu de ON etentre du cercle Dimidium

QL-P7 NS point NewtorSteiner, intersection des droites de Newton et de Steiner

QL-PB GU centre de gravDTt® du triangle diagonal
QL-P9 OU0 centre du aoteangledmgomddTr conscrit d

QL-P10H Uorthocentre du triangle diagonal DT

QL-P11 NUO cemtcd e dutnargledlagonal DT

QL-P12Ba barycentre des 6 sommets du QC

QL-P13PUi centre de petlsdteangleidiagonaentre | e 1

QL-P17MU0 point de Miquel du QC diagonal

QL-P4 DWp®i nt dodintersection du cercle Dimididt
QL-P25 foyer de la parabosssociéee o mp | ®ment du pproapportaDWid ou P17
QL-P26 K point de Lemoine du QC

QL-2PlaetbP e pointB de Pluckesur la droite de ®tner

QL2 P2 a et b S et S6 foyers de | a conique in

D4 D3 drgife de Steiner
figure 13

principaux points, droites et cercles

du quadrilatére complet

HB,

droite de Newteg

Cercle d'EuIeéngle diagends
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2. Courbes usuelles du quadrilatére pbenh (parabole, cardioides et deltgide
(figure 149

Les milieux des diagonal es , (Lappeléeldioite sleo n t
Newton; les 3 cercles de diamétres AijAkl se coupent en 2 points, dits de Plicker.

Les 4 orthocentredides tri angl es de r ®f ®r eappetée sont

droite de Steinerqui contient les 2 points de Plucker et lente O Gdu cercle
circonscrit au triangle diagonal.

Les 4 cercles circonscrits passent par un méme point M, appelé point de Neégus!
centrei et le point M sont sur un méme cercle de centre O, appelé cercle de Miquel.
Les médiatrices des segme@isli concourent au point H, dit de Kantbliervey.

Le cercle de centre N, milieu de OH situé sur la droite de Newvdsinle cercle de
Plucker et passe par M et les points de Pligclecercle de centre G, milieu de ON et
passahpar M est le cercle Dimidm.

Le cercle de centre H symétrique du cercle de Miquel par rapport a N est le cercle de
Hervey.

La parabole de foyer M et de directrice
La cardioide de centre O et de point de rebroussement M est tangente aux 4 cercles
elle est la transformée Claws@&chmidt de la parabole (cf infra).

La deltoide olthypocycloide a 3 rebroussements tangente aux 4 droites admet le cercle
de Hervey comme cercle intérieur.

Il existe 27 cardioides tangentes aux 4 drqitesurs centres sorgur la stelloide
cubique conjuguéewdquadrilatére complet (cf infra).

a

ve



